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Radu MICULESCU

Specializarea: Matematic¼a

Universitatea din Bucureşti
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Rezumat

În acest¼a tez¼a voi prezenta rezultatele obţinute privind sistemele iterative
de funçtii.

Teoria fractalilor, prin puterea sa de a modela structuri extrem de com-
plicate, este o extensie a geometriei clasice. Unele obiecte exotice, precum
muļtimea triadic¼a a lui Cantor, curba lui Koch şi gra…cul funçtiei lui Weier-
strass, care dep¼aşesc sfera imagina̧tiei obi̧snuite, au produs, la apari̧tia lor,
un impact major asupa comunit¼a̧tii matematice. B. Mandelbrot, cel care
a sesizat unele tr¼as¼aturi comune ale unor astfel de obiecte matematice şi
a observat c¼a anumite fenomene din lumea înconjur¼atoare pot … descrise
cu ajutorul lor, este considerat a … fondatorul teoriei fractalilor. O noua
etap¼a în dezvoltarea acestei teorii a început odat¼a cu generarea imaginii
unei muļtimi fractale cu ajutorul calculatorului. Imediat dup¼a aceea in-
ginerii, …zicienii, economi̧stii şi biologii şi-au îndreptat atenţia c¼atre acest
domeniu.

Unul dintre cele mai r¼aspândite moduri de a genera muļtimi fractale
este dat de teoria sistemelor iterative de funçtii care a fost întemeiat¼a de J.
Hutchinson (vezi şi cercet¼arile lui P. Moran în aceast¼a direçtie) în articolul
intitulat Fractals and self similarity publicat în revista Indiana University
Mathematics Journal, în 1981, unde se introduce şi studiaz¼a no̧tiunea de
auto-similaritate. O muļtime  se numeşte auto-similar¼a dac¼a este consti-
tuit¼a dintr-o familie …nit¼a de copii ale sale. Mai precis, dat un spa̧tiu metric
complet () şi o familie …nit¼a de contraçtii 1 2   :  ! , unica

submuļtime nevid¼a şi compact¼a  a lui  cu proprietatea c¼a  =

[
=1

()

se numeşte muļtime fractal¼a auto-similar¼a (sau atractorul sistemului iter-
ativ de funçtii (() fg2f12g)). Acest concept, care a cunoscut o
larg¼a r¼aspândire, mai ales datorit¼a c¼aŗtii Fractals everywhere, al c¼arei au-
tor este Michael Barnsley, a c¼ap¼atat o mare însemn¼atate în cadrul studiului
fractalilor.

Orice submuļtime compact¼a a lui  se poate aproxima cu atractori de
sisteme iterative de funçtii. Problema determin¼arii acelor muļtimi com-
pacte care sunt atractori de sisteme iterative de funçtii este mult mai sub-
til¼a deoarece aceştia pot lua uimitor de multe forme. O list¼a de exemple
poate începe cu obiecte simple precum un interval, un p¼atrat, un disc şi
poate continua cu muļtimi exotice precum muļtimea triadic¼a a lui Cantor,
triunghiul lui Sierpinski, buretele lui Menger, feriga lui Barnsley, fractalul
lui Castle, muļtimile Julia, curba lui Koch, lui Polya, lui Levy sau gra…cul
lui Takagi. Este natural s¼a ne întreb¼am dac¼a orice submuļtime compact¼a a
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lui  este atractorul unui sistem iterativ de funçtii. R¼aspunsul este negativ.
De exemplu, L. Stacho şi L. Szabo au construit o submuļtime compact¼a a
lui R care nu este atractorul nici unui sistem iterativ de funçtii.

Muļtimile auto-similare se pot g¼asi aproape peste tot în univers (ca de
exemplu: galaxiile, norii, …ordurile, culturile de bacterii, plantele, compre-
sia datelor). Ca urmare a diverselor aplica̧tii ale sistemelor iterative de
funçtii ap¼arute în ultimii ani, exist¼a actualmente un interes crescut pen-
tru extinderea cadrului clasic al lui Hutchinson pentru generarea muļtimilor
auto-similare, …e prin considerarea unor contraçtii generalizate, …e prin con-
siderarea unui num¼ar in…nit de contraçtii.

Dup¼a obţinerea, în 1999, a titlului de doctor în Matematic¼a, preocup¼arile
mele ştiinţi…ce s-au îndreptat c¼atre teoria sistemelor iterative de funçtii.
Scopul acestei teze este de a prezenta rezultatele pe care le-am obţinut în
aceast¼a direçtie. Acestea se pot grupa în dou¼a tematici pricipale, anume con-
tribuţii la teoria sistemelor iterative …nite de funcţii (c¼arora le sunt dedica-
te primele trei capitole) şi contribuţii la teoria sistemelor iterative in…nite
de funcţii (c¼arora le sunt dedicate urm¼atoarele dou¼a capitole), care vor …
prezentate detaliat în continuare. Un mod alternativ de generare a muļtimi-
lor fractale este cel ini̧tiat de Gaston Julia şi Pierre Fatou care au studiat
iteratele funçtiilor raţionale pe sfera lui Riemann. Acest¼a lucrare nu este
dedicat¼a studiului unor astfel de obiecte.

Capitolul I este dedicat contribuţiilor autorului tezei la teoria clasic¼a a
sistemelor (…nite) iterative de funçtii.

În Secţiunea I.2 amintim de…ni̧tiile şi unele fapte bine cunoscute din
teoria sistemelor iterative de funçtii (notate, prescurtat, cu IFS).

În Secţiunea I.3 stabilim o leg¼atur¼a între teoria operatorilor compaçti
şi teoria sistemelor iterative de funçtii. Pentru început prezent¼am o familie
de IFS al c¼aror atractor nu este conex, pentru ca apoi, în contrast cu car-
acteriz¼arile cunoscute ale operatorilor compaçti care sunt limitate la cadrul
analizei funçtionale, s¼a prezent¼am o astfel de caracterizare prin intermeiul
neconexit¼aţii atractorilor unei familii de IFS construit¼a cu ajutorul opera-
torului considerat.

În Secţiunea I.4 prezent¼am un rezultat de aproximare privind fractalii
generaţi de sisteme iterative de funçtii pe spa̧tiul in…nit dimensional al
funçtiilor continue pe un interval compact. Mai precis, aproxim¼am un astfel
de fractal cu o muļtime …nit¼a pentru care descriem o proieçtie 2 dimensional¼a
a sa cu scopul reprezent¼arii gra…ce a acesteia.

Capitolul II este consacrat contribuţiilor autorului tezei privind genera-
liz¼arile sistemelor …nite iterative de funçtii.
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Dat un spa̧tiu metric (), ideea generaliz¼arii noastre este aceea de

a considera contraçtii (de tip Edelstein) de la  =

£
=1

 la , în locul

contraçtiilor din  în el însuşi. Numim un astfel de obiect sistem iterativ de
funçtii generalizat (prescurtat GIFS) sau, în cazul în care dorim s¼a …m şi mai
preci̧si, sistem iterativ de funçtii generalizat pe  de ordin  (prescurtat
GIFS).

În Secţiunea II.2 amintim de…ni̧tiile şi unele fapte bine cunoscute privind
contraçtiile generalizate şi introducem no̧tiunea de sistem iterativ de funçtii
generalizat care este o familie …nit¼a de contraçtii (de tip Edelstein)  :
 !  , unde () este un spaţiu metric şi  2 N,  2 f1 2  g.

În Secţiunea II.3, folosind unele teoreme de punct …x pentru contraçtii
(de tip Edelstein) din  în , demonstr¼am, în situa̧tia în care ()
este compact şi funçtiile  sunt contraçtii (de tip Edelstein), existenţa şi
unicitatea atractorului pentru un astfel de GIFS.

Secţiunea II.4 trateaz¼a cazul în care () este complet şi funçtiile 
sunt contraçtii Lipschitz. În acest cadru, demonstr¼am existenţa şi unicitatea
atractorului pentru un astfel de GIFS şi studiem propriet¼aţile sale (spre
exemplu, furniz¼am o margine superioar¼a pentru distanţa Hausdor¤-Pompeiu
dintre atractorii a dou¼a astfel de sisteme iterative de funçtii generalizate,
precum şi o margine superioar¼a pentru distanţa Hausdor¤-Pompeiu dintre
atractorul unui astfel de sistem iterativ de funçtii generalizat şi o submuļtime
compact¼a a lui ).

În Capitolul III sunt prezentate contribuţiile autorului tezei privind
generaliz¼arile no̧tiunii de m¼asur¼a Hutchinson.

În Secţiunea III.2 amintim de…ni̧tiile şi unele fapte bine cunoscute privind
funçtiile Lipschitz, contraçtiile generalizate, sistemele iterative de funçtii
generalizate, metrica Monge-Kantorovich şi sistemele iterative de funçtii cu
probabilit¼a̧ti.

M¼asura Hutchinson este m¼asura invariant¼a asociat¼a unui sistem iterativ
de funçtii cu probabilit¼a̧ti. Dat un spa̧tiu metric (), sistemele iterative
de funçtii pe  de ordin 2 se obţin considerând contraçtii din  £  în
, în locul contraçtiilor din  în el însuşi. Urmând aceast¼a idee de gene-
ralizare, introducem noţiunile de sistem iterativ de funçtii generalizat cu
probabilit¼a̧ti (prescurtat GIFSp) şi de sistem iterativ de funçtii generalizat
cu probabilit¼aţi depinzând de punct (prescurtat GIFSpdp).

În Secţiunea III.3 demonstr¼am existenţa şi unicitatea unui analog al
m¼asurii Hutchinson asociat¼a unui GIFSp. În plus dovedim c¼a suportul unei
astfel de m¼asuri este atractorul GIFSp-ului considerat şi construim un şir
de m¼asuri care converg, în metrica Monge-Kantorovich, la aceasta.
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În Secţiunea III.4 prezent¼am o condi̧tie su…cient¼a pentru ca operatorul
Markov asociat unui GIFSpdp s¼a …e Lipschitz. De asemenea, demonstr¼am,
în anumite condi̧tii, existenţa şi unicitatea unui analog al m¼asurii Hutchinson
asociat¼a unui GIFSpdp. Ar¼at¼am c¼a suportul unei astfel de m¼asuri este
atractorul GIFSp-ului considerat, construim un şir de m¼asuri care converg,
în metrica Monge-Kantorovich, la aceasta şi obţinem o estimare a vitezei de
convergenţ¼a.

Capitolul IV conţine contribuţiile autorului tezei la teoria sistemelor
in…nite iterative de funçtii (prescurtat IIFS) care sunt grupate în trei direçtii
principale, anume: i) studiul spa̧tiului codurilor asociat unui IIFS; ii) unele
leg¼aturi între atractorul unui IIFS S şi atractorii sub-IFS-urilor lui S; iii)
caracteriz¼ari alternative ale sistemelor a…ne in…nite iterative de funçtii care
sunt hiperbolice.

În Secţiunea IV.2 amintim de…ni̧tiile şi unele fapte bine cunoscute privind
semimetrica Hausdor¤-Pompeiu, sistemele in…nite iterative de funçtii (pe
scurt IIFS), spa̧tiul codurilor asociat unui IIFS, funçtiile de compara̧tie,
-contraçtiile şi sistemele a…ne in…nite iterative de funçtii. De asemenea
introducem noţiunea de sistem a…n in…nit iterativ de funçtii (prescurtat
AIFFS) pe un spa̧tiu Banach (care poate … in…nit dimensional) şi preciz¼am
ce înseamn¼a c¼a un astfel de sistem este hiperbolic, -hiperbolic, "point-
…bered", "uniformly point-…bered", topologic contractiv şi strict topologic
contractiv şi ce reprezint¼a atractorul s¼au.

În Secţiunea IV.3 prezent¼am o generalizare a no̧tiunii de spaţiu al co-
durilor asociat unui IFS. Mai precis, de…nim no̧tiunea de spa̧tiu al codurilor
asociat unui IIFS şi descriem rela̧tia dintre acesta şi atractorul IIFS-ului
considerat. Construim o proieçtie canonic¼a (care se dovedȩste a … continu¼a)
de la spa̧tiul codurilor asociat unui IIFS în atractorul acestuia şi prezent¼am
condi̧tii su…ciente pentru surjectivitatea acesteia.

Secţiunea IV.4 este dedicat¼a prezent¼arii unor leg¼aturi între atractorul
unui IIFS S şi atractorii sub-IFS-urilor lui S. Mai precis, dat un IIFS
S = ( ()2), prezent¼am o condi̧tie su…cient¼a asupra unei familii ()2
de submuļtimi ale lui , pentru a avea loc egalitatea [

2
 = , unde 

desemneaz¼a atractorul lui S şi atractorul sub-IFS-ului S = ( ()2)

al lui S. În plus, demonstr¼am c¼a, dat un cardinal in…nit A şi un spaţiu metric
complet (), dac¼a atractorul unui IIFS S = ( ()2) este de tip A (i.e.
exist¼a o submuļtime dens¼a a sa de cardinal mai mic sau egal cu A), atunci
exist¼a un sub-IFS S = ( ()2 ) al lui S, cu proprietatea c¼a () · A,
astfel încât atractorii lui S şi S coincid.

În Secţiunea IV.5 se arat¼a c¼a, pentru un sistem a…n in…nit iterativ de
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funçtii S = (( kk) ()2), urm¼atoarele a…rma̧tii sunt echivalente: 1. S
este hiperbolic; 2. exist¼a o funçtie de comparaţie 0 astfel încât S este
0-hyperbolic; 3. S are atractor; 4. S este strict topologic contractiv; 5.
S este "uniformly point-…bered". Acest rezultat generalizeaz¼a un rezultat
al matematicienilor R. Atkins, M. Barnsley, A. Vince şi D. C. Wilson care
trateaz¼a cazul în care ( kk) = (R kk) şi  este …nit¼a.

S.L. Lipscomb a introdus spa̧tiul () iar J.C. Perry şi S.L. Lipscomb au
ar¼atat c¼a acesta se poate scufunda în 2(), înzestrând astfel copia lui ()
cu topologia lui 2(). Perry a scufundat pe () în cubul lui Tihonov
 şi a demonstrat c¼a imaginea lui () prin aceast¼a scufundare este o
submuļtime a simplexului standard ¢ care este atât o submuļtime a lui
2(), cât şi a lui . Vom nota cu  copia lui () înzestrat¼a topologia
lui 2() şi cu 

 copia lui () înzestrat¼a cu topologia lui . Perry a
ar¼atat c¼a 

 este atractorul unui IIFS format din transform¼ari a…ne ale lui
 şi a menţionat ca problem¼a deschis¼a prezentarea lui  ca atractor al
unui IFS format din transform¼ari a…ne ale lui 2().

Capitolul V d¼a un r¼aspuns întreb¼arii prezentate anterior.
În Secţiunea V.2 introducem spa̧tiul lui Lipscomb ().
În Secţiunea V.3 ar¼at¼am modul în care  se prezint¼a ca atractor al

unui IFS format din transform¼ari a…ne ale lui 2().
Dat¼a o muļtime in…nit¼a  şi  2 [11), în Secţiunea V.4, folosind rezul-

tatele din Seçtiunea IV.3, ar¼at¼am c¼a scufundarea lui () în (), înzes-
trat¼a cu topologia indus¼a de cea a lui (), notat¼a cu 

 , este atractorul
unui IFS format din transform¼ari a…ne ale lui (). În acest mod am gen-
eralizat rezultatul din seçtiunea precedent¼a care oferea un r¼aspuns pozitiv
la problema ridicat¼a de Perry.

În Secţiunea V.5 ar¼at¼am c¼a 
 = 

 pentru orice   2 [11) şi, prin
furnizarea unei descrieri complete a şirurilor convergente din 

 , demon-
str¼am c¼a structura topologic¼a a lui 

 nu depinde de .

Capitolul VI, care este şi ultimul, prezint¼a unele planuri de viitor
privind cariera mea profesional¼a şi ştiinţi…c¼a.

Sunt descrise urm¼atoarele aspecte:
a) direcţiile de cercetare pe care pl¼anuiesc s¼a le urm¼aresc, anume:
- pe termen scurt:
i) studiul unor noi aspecte privind rela̧tiile dintre atractori unui sistem

in…nit iterativ de funçtii, sub-atractorii acestuia şi muļtimile de tip A;
ii) studiul unei întreb¼ari ridicate de A. Kameyama privind existenţa

unei metrici auto-similare pe o muļtime topologic¼a auto-similar¼a;
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iii) obţinerea unor condi̧tii su…ciente pentru "transformarea" (în sensul
existenţei unei metrici echivalente) unei familii …nite de funçtii continue în
-contraçtii.

- pe termen lung:
iv) m¼asuri vectoriale invariante.
b) subiectele pe care doresc s¼a le predau, atr¼agând astfel studenţii c¼atre

studiul sistemelor iterative de funçtii.
c) o nou¼a versiune a monogra…ei intitulate "Funcţii Lipschitz" care ap¼arut,

în 2002, la Editura Academiei Române.

Ca o remarc¼a …nal¼a privind structura prezentei teze, menţionez c¼a, deşi
multe rezultate nu sunt înso̧tite de demonstra̧tii, în scopul unei mai bune
ilustr¼ari a ideilor, în unele situa̧tii am prezentat schi̧te de demonstra̧tii (in-
dicate prin Proof).
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